
XXVI ВiДКРИТА ВСЕУКРАЇНСЬКА КОМПЛЕКСНА ОЛiМПiАДА
З МАТЕМАТИКИ, ФiЗИКИ ТА iНФОРМАТИКИ ,,ТУРНiР ЧЕМПiОНiВ“

МАТЕМАТИКА. РОЗВ’ЯЗАННЯ ЗАДАЧ
Юнiорська лiга

1. Знайдiть максимальну кiлькiсть послiдовних трицифрових чисел, в
записi кожного iз яких є хоча б одна непарна цифра.

Вiдповiдь. 111.
Розв’язання. Прикладом 111 таких чисел є, наприклад, 289, 290, 291,

. . . , 398, 399. Перед ними та пiсля них йдуть 288 та 400, якi не мiстять в
своєму записi непарних цифр, а тому продовжити цей приклад влiво або
вправо неможливо. Аналогiчнi серiї отримуються для початкових чисел
489, 689 та 889.

Розглянемо числа 100, 200, 288, 400, 488, 600, 688, 800, 888, 999. Рiзниця
мiж кожними двома сусiднiми не перевищує 112, тому кожнi 112 послiдовних
трицифрових чисел мiстять принаймнi одне iз чисел 200, 288, 400, 488, 600,
688, 800, 888. Таким чином, не iснує 112 чисел, якi задовольняють умову
задачi.

2. Про число N вiдомо, що воно дорiвнює добутку десяти простих чисел
(не обов’язково рiзних). Крiм того, якщо кожний iз цих десяти множникiв
збiльшити на одиницю, то отриманий добуток буде дiлитися на N . Знайдiть
всi можливi значення N .

Вiдповiдь. N = 25 · 35 або N = 26 · 34.
Розв’язання. Iз простих дiльникiв числа N розглянемо найбiльше. По-

значимо його p. Припустимо, що воно бiльше 3. Тодi пiсля збiльшення усiх
множникiв на 1 новий добуток не може дiлитися на p. Справдi, p та p + 1
взаємно простi, а усi меншi множники пiсля збiльшення на 1 все ще меншi
за p. Оскiльки нове число не дiлиться p, то i на N воно дiлитися не може.

Тодi всi простi числа в розкладi числа N —це 2 та 3. Тобто N = 2a · 310−a.
Пiсля збiльшення усiх множникiв на 1 отримуємо число 3a ·410−a = 220−2a ·3a.
Для того, щоб нове число дiлилося на N , необхiдно i достатньо, щоб
20 − 2a > a i a > 10 − a, тобто 20

3 > a i a > 5. Тодi a = 5 або a = 6, тобто
N = 25 · 35 або N = 26 · 34.

3.На продовженнi медiаниAM рiвнобедреного трикутникаABC з основою
AC за точкуM взяли точку P таку, що кутCBP дорiвнює куту BAP . Знайдiть
величину кута ACP .
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Розв’язання. Нехай T —точка перетину
медiани AM та висоти, опущеної з верши-
ни B. В силу того, що трикутник ABC рiв-
нобедрений, ця висота є серединним пер-
пендикуляром до AC, а тодi AT = CT . BT
перпендикулярний AC i кути BAT та BCT
рiвнi. Вiдкладемо вiд вершини C вiдрiзок
CH , рiвний та паралельний вiдрiзку BT . Три-
кутники BTM та CHM рiвнi за сторонами
BT = CH , BM = MC та кутами TBM i HCM
мiж ними. Це означає що кути BMT таCMH
вертикальнi, а точка H належить променю AM . Крiм того, у паралелограма
BTCH ∠BCT = ∠BAT = ∠BAP = ∠CBH , а тому, точки H та P спiвпада-
ють. Отже, ∠ACP = ∠ACH = 90◦ в силу паралельностi CH та серединного
перпендикуляра BT до AC.

Вiдповiдь. 90◦.

4. Нехайm та n—непарнi натуральнi числа. Кожну клiтинку таблицi iзm
рядкiв та n стовпцiв покрасили в жовтий або синiй колiр. Назвемо рядок у
цiй таблицi жовтуватим, якщо в ньому бiльше жовтих клiтинок, нiж синiх.
Назвемо стовпчик синюватим, якщо в ньому бiльше синiх клiтинок, нiж
жовтих. Якого найбiльшого значення може набувати загальна кiлькiсть
жовтуватих рядкiв й синюватих стовпчикiв?

Розв’язання. Нехай одне iз чисел дорiвнює 1: не порушуючи загальностi
нехай n = 1. Тодi або всi клiтинки синi, i шукана кiлькiсть дорiвнюєm, або є
хоча б одна жовта, i загальна кiлькiсть не бiльша за 1 (1 стовпчик) +(m − 1)
(не бiльшеm − 1 рядкiв) =m.

Надалi вважаємо, що обидва числа не меншi за три. Позначимо загальну
кiлькiсть жовтуватих рядкiв та синюватих стовпчикiв через X . Припусти-
мо, що X = n +m. Тодi всi рядки жовтуватi, а все стовпчики синюватi. Але
тодi, якщо дивитись по рядкам, всього в таблицi бiльше жовтих клiтинок, а
якщо по стовпчикам— то всього бiльше синiх клiтинок. Протирiччя.

Припустимо тепер, що X = n +m − 1. Без обмеження загальностi, вважа-
ємо, що всi рядки жовтуватi, а всi, окрiм одного, стовпчика синюватi.
Нехай m = 2a − 1, n = 2b − 1. Тодi в кожному рядку хоча б b жовтих

клiтинок. Отже, всього в таблицi хоча б b(2a − 1) жовтих клiтинок. У всiх,
крiм одного, стовпчиках хоча бa синiх клiтинок. Отже, всього синiх клiтинок
хоча б a(2b−2). Тому всього в таблицi хоча бb(2a−1)+a(2b−2) = 4ab−b−2a
клiтинок. Але всього в таблицi клiтинок рiвно (2a − 1)(2b − 1) = 4ab − 2a −
2b + 1 = (4ab − b − 2a) + (1 − b) < 4ab − b − 2a, оскiльки b > 2. Отримуємо
протирiччя.



Наведемо приклад розфарбування, при якому X = n +m − 2. Пофарбуємо
перший стовпчик повнiстю в жовтий колiр, а весь верхнiй рядок, крiм самої
лiвої клiтинки— в синiй. Решту заповнимо в шаховому порядку. Всi нижнi
m − 1 рядки жовтуватi, а всi правi n − 1 стовпчикiв— синюватi. Отже, це
i є шуканий приклад.

Вiдповiдь. Якщоm = 1, то n; Якщо n = 1, тоm; Якщо n,m > 1, то n+m−2.

5. В кожнiй клiтинцi шахової дошки 8 × 8 стоїть маляр з вiдерцями
чорної та бiлої фарби. Для кожної клiтинки задано напрямок руху маляра в
сусiдню по сторонi клiтинку так, щоб жодна клiтинка не залишилась поро-
жньою. За один хiд всi маляри одночасно перемiщуються згiдно напрямку.
Кожний маляр— або монархiст, або революцiонер. Потрапивши в клiтинку,
монархiст фарбує її у колiр клiтинки, з якої вiн прийшов. Революцiонер
фарбує клiтинку у колiр, протилежний кольору клiтинки, з якої вiн при-
йшов. Мюнхгаузен та Врунгель заданi напрямки для клiтинок не знають,
але побачивши, що одного разу вся верхня половина дошки виявилася
бiлою, заявили наступне. Мюнхгаузен: «Протягом наступних 10 000 ходiв
iще зустрiнеться розфарбування дошки, в якiй верхня половина—бiла».
Врунгель: «Протягом наступних 10 000 ходiв якiсь розфарбування точно
спiвпадуть». Чи правий Мюнхгаузен? Чи правий Врунгель?

Вiдповiдь. Мюнхгаузен правий, а Врунгель не правий.
Розв’язання. Напрямки руху малярiв розбивають дошку на цикли парної

довжини. Рiвно через НСК довжин усiх циклiв маляри повернуться на
початковi клiтинки. Можуть iснувати не бiльше нiж 4 цикли довжиною
бiльшою за 2, що мiстять клiтинки i верхньої, i нижньої половин дошки.
Нехай їхнi довжини 2a, 2b, 2c та 2d (випадок меншої кiлькостi циклiв
розглядається аналогiчно). Тодi їх НСК не перевищує 2abcd (де a +b + c +d
не перевищує 32), що менше або дорiвнює 2 · 8 · 8 · 8 · 8 = 8192 < 10000.
За цей час розфарбування в цих циклах спiвпадуть з тими, що бачили
Мюнхгаузен та Врунгель. В циклах, якi повнiстю належать верхнiй половинi
шахiвницi, перiод розфарбування має довжину 2 (або всi бiлi, або всi чорнi—
тут враховуємо, що iснує повнiстю бiле розфарбування клiтинок циклу),
цикли довжиною 2 теж не змiнюють ситуацiю. Отже, Мюнхгаузен правий.
Однак можна розбити дошку на цикли з довжинами 6, 8, 10, 14, 26:
д1 − д2 − д3 − h3 − h2 − h1 − д1—довжина 6,
e3 − e4 − e5 − e6 − f 6 − f 5 − f 4 − f 3 − e3—довжина 8,
h4 − д4 − д5 − д6 − д7 − д8 − h8 − h7 − h6 − h5 − h4—довжина 10,
d4 − c4 − c5 − c6 − c7 − c8 − d8 − e8 − f 8 − f 7 − e7 − d7 − d6 − d5 − d4—

довжина 14,
a3 − a4 − a5 − a6 − a7 − a8 − b8 − b7 − b6 − b5 − b4 − b3 − b2 − c2 − c3 −

d3 − d2 − e2 − f 2 − f 1 − e1 − d1 − c1 − b1 − a1 − a2 − a3—довжина 26.



На момент, коли висловлюються Мюнхгаузен та Врунгель, розставимо
малярiв так: у верхнiй половинi дошки на бiлих клiтинках спочатку—
монархiсти, а на чорних клiтинках спочатку— революцiонери. На першу з
вказаних у циклах клiтинках ставимо революцiонера (цi клiтинки спочатку
були чорними), а на решту клiтинок нижньої частини – монархiстiв. НСК
довжин циклiв дорiвнює 10 920, а тому лише через 10 920 ходiв картинка
повториться. Тому Врунгель не правий.


